Planche n° 5. Convexité. Corrigé

Exercice n° 1
La fonction f : x — x? est convexe sur R car deux fois dérivable sur R de dérivée seconde positive sur R. Par suite, pour
tous réels « et B et pour tout réel A € [0, 1],
(1 =A)a+AB)* < (1 —A)a? + AR
Soient ((x1,Y1), (x2,Y2)) € &2 et A € [0,1].

(=M1 +22)” (1 =Nyr +Ag2)” _ (1 =AG+A3 , (1 —Nyi + 3
a2 b2 = a? b2

— (1N <—+g—;>+>\(—+‘é—§>

<(T=A)+A(car T—=A>=0etA>0)
1.

On a montré que pour tous ((x1,y1), (x2,Y2)) € &% et A € [0,1], (1 —A) (x1,y1) + A (x2,Y2) € &. Donc, & est un convexe
de R?.

&

Exercice n° 2

Soient (x,y) € B2 puis A € [0, 1].
N (1= A)x +Ay) < N (1= AJx) + N (Ay) = [T = AIN(x) + NN(y) = (1= AN(x) + AN(y)

<(1T=A)+A(carT—=A>0etA>0)

=1.

On a montré que pour tout (x,y) € B2 et tout A € [0,1], (1 —A)x + Ay € B et on a donc montré que B est un convexe de

E.

Exercice n° 3

1) Soient x et y deux réels strictement positifs tels que x < y.

:X—'z_y g#:y.Donc,mgy.
2
—2./xu _
-m—g=XJ2ry—\/W=X ny+y= (vx 2\@ > 0. Donc, g < m <vy.

e g=.,Xy=>vxxx=x. Donc,x<g<m<uy.
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1 . " 1 1 1 1 . o 1 1 1 1 1 1
— est la moyenne arithmétique de — et — avec — < —. D’aprés ce qui précéde, — < — =, /— x — < — < — et donc
h X y y X y g X oy h = x
x < h < g <y et finalement
x<h<g<m<uy.
2) Soient X1, ..., Xn N réels strictement positifs ot n > 2. La fonction t — Int est concave sur |0,4o0[ car sa dérivée

seconde, & savoir t — — est strictement négative sur |0, +ool.

_t_zv

1 1 1 1
On en déduit que Eln(m)—i—...—l—;ln(xn) <In (HM +...+Hxn) ou encore In ( /X7 ...xn) < In <u) ou

n
X1 +...+X
enfin VX7 .. oxpy L ——— 1
n
Exercice n° 4

1) Inégalités de HOLDER et de MINKOWSKI.

1 1
1lére solution. Soient (p, q) €]0, +oo[? tel que — + — = 1 et x et y deux réels positifs. L’inégalité est immeédiate quand

x =0 ouy = 0. Dorénavant, x et y sont strictement positifs. Par concavité de la fonction In sur ]0, +oo[

1 1 1 1
In(xy) =In(x) +In(y) = —-In(xP) + —In (x9) <In (—xp + —xq)
Y Y P q p q

xP x4
et donc xy < — + —par croissance de la fonction In sur ]0, +o0l.

1T 1
2é&me solution. Soit (p, q) €]0, +o00[? tel que T_) + a =1 puis x et y deux réels positifs. L’inégalité est immédiate quand

y = 0. Soit y > 0 fixé.

q
Pour x > 0, on pose f(x) = ?—i—y——xy. Puisque p > 1, la fonction f est dérivable sur [0, +-oco[ et Vx > 0, f/(x) = xP~! —y.
f admet donc un minimum en xo =y'/®P~1) égal a

(p—1) p/(p—1)
yP y
+
P q

f(y!/-1) = Ly p=1ly = yp/ (1 (l+%_1) _0

Finalement, f est positive sur [0, +oo[ et donc

n n
b) Posons A = Z lax|P et B = Z [by|9.
k=1 k=1
Si A (ou B) est nul, tous les ax (ou tous les by) sont nuls et I'inégalité est vraie.
On suppose dorénavant que A > 0 et B > 0. D’aprés la question a),

S dad Dbl g (lad” bkl P bl — Lep=t oy
];A]/prl/q\l; ‘pA+ AZ(lk +_Z k q—BX _1_)—’_6_’
n n 1/P n 1/q n n
et donc Z laxlbx] < AV/PBYV/A = <Z akp> <Z bk|q> . Comme Z axby| < Z lak|[bk|, on a montré que
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

V((ar)1<ren, (bi)icken) € (R™M)?, 1Y arbi| < (Z ak|p> <Z |bk|q> (Inégalité de HOLDER).
k=1 k=1 k=1

1 1
Remarque. Quand p = q =2, on a bien 5 + a =1 et I'inégalité de HOLDER s’écrit

n

n n 1/2 1/2
Z laxby] < <Z ak2> <Z bk|2> (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
k=1 k=1

k=1
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c) Soit ((ak)ig<kgn, (bx)igkgn) € (Rn)z. D’aprés 'inégalité de HOLDER, on a

n n
Z lax| + [by )P Z laxl(lax] + b P~ + Z bl (lax] + [bi])P
k=1

k=1 k=1
n /P / n 1/4 n /P / n 1/4
= (Z aU’) (Z(au + bkn“@”q> + (Z w) <Z (Jax] + by )P~ ”q>
k=1 k=1 k=1 k=1
n 1/p n 1/p n 1*%
_ (Z |) + (Z w) (Z ] + o) ) .
k=1 k=1 k=1
n
Z lax| + |bx])P =0, tous les ay et les by sont nuls et I'inégalité est claire.

mon ax =+ k > et apres simplincation des deux membpres de l'inegalite precedente par le reel strictemen
Si la] + [bx)P > 0 et aprés simplification des d bres de linégalité précédent le réel strictement

k=1
n n 1/p n 1/p n 1/p
positt 3 (Jax + x]), on obtien ( 5 w) < ( 5 |> + (Z |ka>
k=1 k=1 k=1 k=1

n 1/p n 1/p n 1/p
Y((ak)1<ken, (bx)1<ken) € (RM)? (Z lay + bkp> < (Z |ak|p> + (Z Ibkp> (Inégalité de MINKOWSKI).

k=1

2) a) Soit o > 1.

(1) N4 est bien une application de R™ dans R .
(2) Soit x = (xk)1<kgn € R™ Ng(x) =0=Vk € [1,n], Ixx/*=0=x=0.

1/x
(3) Soient A € R et x = (x)1<k<n € R™ Ny <Z Axk“> = (A*)* Nu(x) = AN (x).
(4) L’inégalité triangulaire est I'inégalité de MINKOWSKI.

Donc, Ny est une norme de R™. La démonstration est analogue pour &« = 1 et donc

Vo > 1, Ny est une norme sur R™. I

b) Quelques « boules unités » dans R? (By = {(x,y) € R?/ Nu((x,y)) < 1}).
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Remarque. Toute boule unité est symétrique par rapport a O puisque Vx € E, N(x) = N(—x) et donc
Vx € E, N(x) <1& N(—x) < 1.

c) Soient x >0 et x € E. On a
Noo (x) < Ne(x) < n!/*Neo (x),

et le théoréme des gendarmes fournit lirf Na(x) = Noo(x).
X— 100

Vx € E, lim Ng(x) = Ngo(x).
x—-+00

d) oient « €]0,1[ puis B = {x € R™/ N4(x) < 1}. Les vecteurs x = (1,0,0,...,0) et y = (0,1,0,...,0) sont des éléments

__4

de B. Le milieu du segment [xy] est z = (1 1,0,...,0).

Ny(z) = %(1“—!—1“)1/“:2%_] > 1 car %(—1 >0

et donc z ¢ B. Ainsi, B n’est pas convexe et donc N, n’est pas une norme d’apreés ’exercice n° 2.

On peut remarquer que pour n = 1, les N coincident toutes avec la valeur absolue.

Exercice n° 5

1 1
g B

3 2(—In) = On n’est pas un élément de Oy, (R).

1) Les matrices I, et —L;; sont deux éléments de O (R). Mais
Donc, O, (R) n’est pas un convexe de .#;, (R).

2) Soient A = (ai‘j)lgi,jgn et B= (bi»i)1<i,j<n deux matrices stochastiques et soit A € [0, 1].

Pour tout (i,j) € [1,n]?, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice (1 —A)A + uB est (1 —A)ai,; + Aby ;.

e Pour tout (i,j) € [1,n]?, ona aij >0, bij >0 et onaaussi A >0 et T—A > 0. Donc, pour tout (i,j) € [1,n]?, on a
(1— A)ai,j + Abi,j > 0.

e Puisque pour tout (i,j) € [1,n]?, on a aij > letby; >20etqueA>0et1—AZ=0, onen déduit que pour tout
€ [1,n]?,
ona (l—Aaj; <T—AetAby; <Apuis (1 =A)ayj +Abi; <T—A+A=1.

e Pour tout i € [1,n]?,

n n n
> ((1=Naij+Abij) =(1=A2) ) aij+A) bij=T-A+A=1.
j=1 j=1 j=1

On a montré que l’ensemble des matrices stochastiques est un convexe de .#y (R).

2 1

3) La matrice A = ( 0 0

> a deux valeurs propres réelles simples et est donc diagonalisable dans R. La matrice

B= ( 8 ; > a deux valeurs propres réelles simples et est donc diagonalisable dans R.

1 1
La matrice C = ZA + EB = ( (1) : ) admet 1 pour valeur propre double. Si C était diagonalisable dans R, C serait

semblable & I, et donc égale a I, ce qui n’est pas. Donc, C = ZA + ZB n’est pas diagonalisable dans R.

On a montré que I’ensemble des matrices diagonalisables de .#, (R) n’est pas un convexe de .#; (R).

Exercice n° 6

1) La fonction exponentielle est strictement convexe sur R. Son graphe est au-dessus de sa tangente en le point (0,1) et
méme strictement au-dessus & part en son point de contact. Donc, pour tout réel x, e¥ > 14 x et méme

Vx £0, e >1+x.

2) La fonction t — In(1 4 t) est concave sur | — 1, +ool car sa dérivée seconde, & savoir t — — est négative sur cet

1
(1+1)?
intervalle. Son graphe est au-dessous de sa tangente en (0,0 sur ] — 1, +o0o[ et donc,
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Vx €] — 1, +oo, In(1+x) < x.

T
2
Sur cet intervalle, son graphe est au-dessus de sa tangente en (0,0) et au-dessus de la corde joignant les points (0,0) et

(g, 1). On en déduit que

3) La fonction t +— sint est concave sur {0 } car sa dérivée seconde, a savoir t — —sint est négative sur cet intervalle.

N

2 )
Vx € {O,ﬂ, p sinx < x.
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